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Аннотация
Данная работа посвящена вопросам приближения квадратичной алгебраической ре-
шётки целочисленной решёткой. В ней вычисляются расстояния между квадратичной ал-
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менателем подходящей дроби к корню квадратному из простого числа 𝑝 вида 𝑝 = 2 или
𝑝 = 4𝑘 + 3.
Результаты данной работы позволяют изучать вопросы о наилучших приближениях
квадратичных алгебраических решёток целочисленными решётками.
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1. Введение
В работе [5] рассматривалось квадратичное поле 𝐹 = Q(√𝑝), где 𝑝 — простое число и
𝑝 = 2 или 𝑝 ≡ 3 (mod 4). Для него кольцо целых алгебраических чисел Z𝐹 имеет вид:
Z𝐹 = {𝑛+ 𝑘√𝑝|𝑛, 𝑘 ∈ Z}.
Через Λ(𝐹 ) обозначается алгебраическая решётка поля 𝐹 :
Λ(𝐹 )={(Θ(1),Θ(2))|Θ = Θ(1)∈Z𝐹 }
и Θ(1), Θ(2) — целые алгебраически сопряжённые числа.
Таким образом, Θ(1) = 𝑛+𝑘
√
𝑝, Θ(2) = 𝑛−𝑘√𝑝 𝑛, 𝑘 ∈ Z и Θ(1), Θ(2) — корни уравнения
𝑥2 − 2𝑛𝑥 + 𝑛2 − 𝑝𝑘2 = 0. Базис решётки Λ(𝐹 ) имеет вид: ?⃗?1 = (1, 1), ?⃗?2 = (√𝑝,−√𝑝), а
детерминант решётки detΛ(𝐹 ) = 2
√
𝑝.
Рассмотрим разложение
√
𝑝 в цепную периодическую дробь:
√
𝑝 = 𝑞0 + [(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 2𝑞0)] = 𝑞0 +
1
𝑞1 +
1
. . . +
1
2𝑞0 +
1
𝑞1 +
1
. . .
.
с периодом (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 2𝑞0). Через 𝑃𝑚𝑄𝑚 обозначается 𝑚-ая подходящая дробь к
√
𝑝. Таким об-
разом,
√
𝑝 =
𝑃𝑚
𝑄𝑚
+
(−1)𝑚𝜃𝑚
𝑄2𝑚
, 𝑄𝑚
√
𝑝 = 𝑃𝑚 +
(−1)𝑚𝜃𝑚
𝑄𝑚
, 0 < 𝜃𝑚 < 1 (𝑚 = 0, 1, . . .). (1)
Через Λ𝑚(𝐹 ) обозначается алгебраическая решётка заданная равенствами:
Λ𝑚(𝐹 ) = {(𝑄𝑚(𝑛+ 𝑘√𝑝), 𝑄𝑚(𝑛− 𝑘√𝑝))|𝑛, 𝑘 ∈ Z} ,
а через Λ𝑚(𝑝) — целочисленная решётка заданная равенствами:
Λ𝑚(𝑝) = {(𝑄𝑚𝑛+ 𝑘𝑃𝑚, 𝑄𝑚𝑛− 𝑘𝑃𝑚)|𝑛, 𝑘 ∈ Z} .
Базис решётки Λ𝑚(𝐹 ) имеет вид ?⃗?𝑚,1 = (𝑄𝑚, 𝑄𝑚), ?⃗?𝑚,2 = (𝑄𝑚
√
𝑝,−𝑄𝑚√𝑝), а детерми-
нант решётки detΛ𝑚(𝐹 ) = 2𝑄2𝑚
√
𝑝.
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Для целочисленной решётки Λ𝑚(𝑝) базис имеет вид ?⃗?𝑚,1,𝑍 = (𝑄𝑚, 𝑄𝑚), ?⃗?𝑚,2,𝑍 = (𝑃𝑚,
−𝑃𝑚), а детерминант решётки detΛ𝑚(𝑝) = 2𝑄𝑚𝑃𝑚.
В работах [1], [4]–[6] двумерные решётки изучались с точки зрения построения двумер-
ных парраллелепипедальных сеток для квадратурных формул. В данной работе нас будет
интересовать вопрос о приближении квадратичных алгебраических решёток целочисленными
решётками в метрическом пространстве решёток.
Как известно (см. [3], стр.165) множество всех 𝑠-мерных решёток образуют полное метри-
ческое пространство относительно метрики 𝜌(Λ,Γ), которая задана равенствами
𝜌(Λ,Γ) = max(ln(1 + 𝜇), ln(1 + 𝜈)), 𝜇 = inf
Λ=𝐴·Γ
‖𝐴− 𝐸𝑠‖, 𝜈 = inf
𝐵·Λ=Γ
‖𝐵 − 𝐸𝑠‖,
𝐸𝑠 =
⎛⎜⎝ 1 . . . 0... . . . ...
0 . . . 1
⎞⎟⎠ = (𝛿𝑖𝑗)16𝑖,𝑗6𝑠 , 𝛿𝑖𝑗 = {︂ 1, при 𝑖 = 𝑗,0, при 𝑖 ̸= 𝑗, ‖𝐴‖ = 𝑠 · max16𝑖,𝑗6𝑠 |𝑎𝑖𝑗 |.
Цель данной работы — найти расстояние 𝜌(Λ𝑚(𝐹 ),Λ𝑚(𝑝)) для любого натурального 𝑚 и
простого 𝑝 вида 𝑝 = 2 или 𝑝 ≡ 3 (mod 4).
2. Сведения из теории решёток
Так как все рассуждения мы проводим для двухмерных решёток, то и необходимые сведе-
ния из геометрии чисел мы сформулируем только для размерности 𝑠 = 2. Для удобства записи
мы будем отождествлять вектор-строку ?⃗? = (𝑥1, 𝑥2) и транспонированный вектор-столбец
?⃗?⊤ =
(︂
𝑥1
𝑥2
)︂
.
Целочисленная решётка Z2 называется фундаментальной решёткой. Обозначим через U2
множество унимодулярных целочисленных матриц:
U2 =
{︂
𝐴 =
(︂
𝑎1 1 𝑎1 2
𝑎2 1 𝑎2 2
)︂⃒⃒⃒⃒
𝑎1 1, 𝑎1 2, 𝑎2 1, 𝑎2 2 ∈ Z, det𝐴 = 𝑎1 1𝑎2 2 − 𝑎1 2𝑎2 1 = ±1
}︂
.
U2 является группой автоморфизмов фундаментальной решётки Z2:
𝐴Z2 = Z2 для любой матрицы 𝐴 ∈ U2.
Тем самым задается бесконечное множество базисов фундаментальной решётки Z2:
?⃗?1𝐴 = (𝑎1 1, 𝑎2 1), ?⃗?2𝐴 = (𝑎1 2, 𝑎2 2) для любой матрицы 𝐴 ∈ U2.
Векторами такого типа исчерпываются все базисы фундаментальной решётки Z2.
Через M2 обозначим кольцо вещественных квадратных матриц второго порядка, а через
M*2 — мультипликативную группу этого кольца.
Через M2(Z) обозначим кольцо целочисленных квадратных матриц второго порядка, а
через M*2(Z) — мультипликативный моноид этого кольца, состоящий из невырожденных це-
лочисленных матриц. Очевидно, что U2 ⊂ M*2(Z) и это максимальная мультипликативная
группа кольца M2(Z).
Рассмотрим произвольную двумерную решётку Λ с базисом ?⃗?1 = (𝜆1 1, 𝜆2 1), ?⃗?2 = (𝜆1 2, 𝜆2 2),
которая задается невырожденной базисной матрицей 𝐴:
𝐴=
(︂
𝜆1 1 𝜆1 2
𝜆2 1 𝜆2 2
)︂
, Λ=𝐴Z2=
{︂(︂
𝜆1 1 𝜆1 2
𝜆2 1 𝜆2 2
)︂(︂
𝑚1
𝑚2
)︂
=
(︂
𝑚1𝜆1 1 +𝑚2𝜆1 2
𝑚1𝜆2 1 +𝑚2𝜆2 2
)︂⃒⃒⃒⃒
𝑚1,𝑚2 ∈ Z
}︂
.
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Ясно, что решётка Λ задается бесконечным множеством базисов, для которых соответствую-
щая базисная матрица 𝐴′ имеет вид 𝐴′ = 𝐴𝐵, где 𝐵 — произвольная унимодулярная матрица
из U2.
Если через Aut(Λ) обозначить группу автоморфизмов решётки Λ, то нетрудно видеть, что
Aut(Λ) = 𝐴U2𝐴−1, где 𝐴 — произвольная базисная матрица решётки Λ.
Любые две двумерные решётки Λ и Γ изоморфны как абелевы группы. Обозначим множе-
ство изоморфизмов решётки Λ в Γ через Iso(Λ,Γ). Если 𝐴 — произвольная базисная матрица
решётки Λ и 𝐵 — решётки Γ, то Iso(Λ,Γ) = 𝐵U2𝐴−1, а Iso(Γ,Λ) = 𝐴U2𝐵−1.
Отсюда следует, что расстояние между двумя решётками можно записать следующим об-
разом:
𝜌(Λ,Γ) = max(ln(1 + 𝜇), ln(1 + 𝜈)), 𝜇 = inf
𝐴∈Iso(Γ,Λ)
‖𝐴− 𝐸2‖, 𝜈 = inf
𝐵∈Iso(Λ,Γ)
‖𝐵 − 𝐸2‖.
3. Вычисление расстояния
Обозначим через 𝐴𝑚 базисную матрицу решётки Λ𝑚(𝐹 ):
𝐴𝑚 =
(︂
𝑄𝑚 𝑄𝑚
√
𝑝
𝑄𝑚 −𝑄𝑚√𝑝
)︂
, 𝐴−1𝑚 =
(︃
1
2𝑄𝑚
1
2𝑄𝑚
1
2𝑄𝑚
√
𝑝 − 12𝑄𝑚√𝑝
)︃
,
а через 𝐵𝑚 — базисную матрицу решётки Λ𝑚(𝑝):
𝐵𝑚 =
(︂
𝑄𝑚 𝑃𝑚
𝑄𝑚 −𝑃𝑚
)︂
, 𝐵−1𝑚 =
(︂ 1
2𝑄𝑚
1
2𝑄𝑚
1
2𝑃𝑚
− 12𝑃𝑚
)︂
.
Пусть 𝐶𝑚 = 𝐵𝑚𝐴−1𝑚 , 𝐷𝑚 = 𝐶−1𝑚 = 𝐴𝑚𝐵−1𝑚 , 𝐼𝑚 = Iso(Λ𝑚(𝐹 ),Λ𝑚(𝑝)) и 𝐽𝑚 = Iso(Λ𝑚(𝑝),Λ𝑚(𝐹 )).
Тогда 𝐶𝑚 ∈ 𝐼𝑚, 𝐷𝑚 ∈ 𝐽𝑚. Положим 𝜈𝑚 = ‖𝐶𝑚 − 𝐸2‖, 𝜇𝑚 = ‖𝐷𝑚 − 𝐸2‖.
Лемма 1. Справедливы равенства
𝜈𝑚 =
𝜃𝑚
(−1)𝑚𝜃𝑚 + 𝑃𝑚𝑄𝑚 , 𝜇𝑚 =
𝜃𝑚
𝑃𝑚𝑄𝑚
.
Доказательство. Действительно,
𝐶𝑚 − 𝐸2 =
(︃
𝑃𝑚
2𝑄𝑚
√
𝑝 − 12 12 − 𝑃𝑚2𝑄𝑚√𝑝
1
2 − 𝑃𝑚2𝑄𝑚√𝑝 𝑃𝑚2𝑄𝑚√𝑝 − 12
)︃
,
𝑃𝑚
2𝑄𝑚
√
𝑝
− 1
2
=
𝑃𝑚 −𝑄𝑚√𝑝
2𝑄𝑚
√
𝑝
=
− (−1)𝑚𝜃𝑚𝑄𝑚
2
(︁
𝑃𝑚 +
(−1)𝑚𝜃𝑚
𝑄𝑚
)︁ .
Отсюда следует, что
𝜈𝑚 =
𝜃𝑚
(−1)𝑚𝜃𝑚 + 𝑃𝑚𝑄𝑚 ,
так как 0 < 𝜃𝑚 < 1.
Аналогично получаем:
𝐷𝑚 − 𝐸2 =
(︃
𝑄𝑚
√
𝑝
2𝑃𝑚
− 12 12 −
𝑄𝑚
√
𝑝
2𝑃𝑚
1
2 −
𝑄𝑚
√
𝑝
2𝑃𝑚
𝑄𝑚
√
𝑝
2𝑃𝑚
− 12
)︃
,
𝑄𝑚
√
𝑝
2𝑃𝑚
− 1
2
=
𝑄𝑚
√
𝑝− 𝑃𝑚
2𝑃𝑚
=
(−1)𝑚𝜃𝑚
𝑄𝑚
2𝑃𝑚
.
Отсюда следует, что
𝜇𝑚 =
𝜃𝑚
𝑃𝑚𝑄𝑚
.
2
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Лемма 2. Если решётки Λ = 𝐴Z2 и Γ = 𝐵Z2 с базисными матрицами 𝐴 и 𝐵, соответ-
ственно:
𝐴 =
(︃
𝑄 𝑃 + 𝜃𝑄
𝑄 −𝑃 − 𝜃𝑄
)︃
, 𝐴−1 =
⎛⎝ 12𝑄 12𝑄1
2
(︁
𝑃+ 𝜃
𝑄
)︁ − 1
2
(︁
𝑃+ 𝜃
𝑄
)︁
⎞⎠ ,
𝐵 =
(︂
𝑄 𝑃
𝑄 −𝑃
)︂
, 𝐵−1 =
(︂ 1
2𝑄
1
2𝑄
1
2𝑃 − 12𝑃
)︂
, 0 < |𝜃| < 1, 𝑃,𝑄 ∈ N, 𝑃,𝑄 > 2
связаны соотношениями
Λ = 𝐵*Γ, 𝐵* = 𝐴𝐵−1 =
(︃
1 + 𝜃2𝑃𝑄 − 𝜃2𝑃𝑄
− 𝜃2𝑃𝑄 1 + 𝜃2𝑃𝑄
)︃
,
Γ = 𝐴*Λ, 𝐴* = 𝐵𝐴−1 =
(︃
1− 𝜃2(𝜃+𝑃𝑄) 𝜃2(𝜃+𝑃𝑄)
𝜃
2(𝜃+𝑃𝑄) 1− 𝜃2(𝜃+𝑃𝑄)
)︃
,
𝜈0 = ‖𝐴* − 𝐸2‖ = |𝜃|
𝜃 + 𝑃𝑄
, 𝜇0 = ‖𝐵* − 𝐸2‖ = |𝜃|
𝑃𝑄
, 𝜀0 = max(𝜈0, 𝜇0) < 1,
то для расстояния между этими решётками справедливо равенство
𝜌(Λ,Γ) = ln(1 + 𝜀0).
Доказательство. Пусть
𝐵* = 𝐸2 +𝑀, 𝑀 =
(︃
𝜃
2𝑃𝑄 − 𝜃2𝑃𝑄
− 𝜃2𝑃𝑄 𝜃2𝑃𝑄
)︃
, ‖𝑀‖ = 𝜇0 < 1
4
,
𝐴* = 𝐸2 +𝑁, 𝑁 =
(︃
− 𝜃2(𝜃+𝑃𝑄) 𝜃2(𝜃+𝑃𝑄)
𝜃
2(𝜃+𝑃𝑄) − 𝜃2(𝜃+𝑃𝑄)
)︃
, ‖𝑁‖ = 𝜈0 < 1
3
.
Из условия следует, что Iso(Λ,Γ) = 𝐵U2𝐴−1 и Iso(Γ,Λ) = 𝐴U2𝐵−1. Пусть 𝐶 — произвольная
унимодулярная матрица из U2:
𝐶 =
(︂
1 + 𝑎 𝑏
𝑐 1 + 𝑑
)︂
, 𝐶 = 𝐸2 + 𝐶1, 𝐶1 =
(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑
)︂
, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ Z,
тогда det𝐶 = 1 + 𝑎+ 𝑑+ 𝑎𝑑− 𝑏𝑐 = ±1, и, значит,
𝑎+ 𝑑+ 𝑎𝑑− 𝑏𝑐 =
{︂
0, если det𝐶 = 1,
−2, если det𝐶 = −1.
Рассмотрим матрицы 𝐷=𝐵𝐶𝐴−1=𝐸2 +𝑀 +𝐵𝐶1𝐴−1 и 𝐹 =𝐴𝐶𝐵−1=𝐸2 +𝑁 +𝐴𝐶1𝐵−1.
Нас интересует вопрос: при каких матрицах 𝐶 ∈ U2 будет max(‖𝐷 − 𝐸2‖, ‖𝐹 − 𝐸2‖) < 𝜀0?
Имеем:
𝐷1 = 𝐵𝐶1𝐴
−1 = 𝑎𝐵11 + 𝑏𝐵12 + 𝑐𝐵21 + 𝑑𝐵22, 𝐹1 = 𝐴𝐶1𝐵−1 = 𝑎𝐴11 + 𝑏𝐴12 + 𝑐𝐴21 + 𝑑𝐴22,
𝐵𝑖𝑗 = 𝐵
(︂
𝛿1𝑖𝛿1𝑗 𝛿1𝑖𝛿2𝑗
𝛿2𝑖𝛿1𝑗 𝛿2𝑖𝛿2𝑗
)︂
𝐴−1, 𝐴𝑖𝑗 = 𝐴
(︂
𝛿1𝑖𝛿1𝑗 𝛿1𝑖𝛿2𝑗
𝛿2𝑖𝛿1𝑗 𝛿2𝑖𝛿2𝑗
)︂
𝐵−1.
Отсюда следует, что
𝐵11 +𝐵22 = 𝐴
* = 𝐸2 +𝑁, 𝐴11 +𝐴22 = 𝐵* = 𝐸2 +𝑀.
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Матрицы 𝐴𝑖𝑗 , 𝐵𝑖𝑗 легко вычисляются:
𝐴11 =
(︂
1
2
1
2
1
2
1
2
)︂
, 𝐴12 =
(︂ 𝑄
2𝑃 − 𝑄2𝑃
𝑄
2𝑃 − 𝑄2𝑃
)︂
,
𝐴21 =
(︃
𝜃+𝑃𝑄
2𝑄2
𝜃+𝑃𝑄
2𝑄2
− 𝜃+𝑃𝑄
2𝑄2
− 𝜃+𝑃𝑄
2𝑄2
)︃
, 𝐴22 =
(︃
1
2 +
𝜃
2𝑃𝑄 −12 − 𝜃2𝑃𝑄
−12 − 𝜃2𝑃𝑄 12 + 𝜃2𝑃𝑄
)︃
,
𝐵11 =
(︂
1
2
1
2
1
2
1
2
)︂
, 𝐵12 =
(︃
𝑄2
2(𝜃+𝑃𝑄) − 𝑄
2
2(𝜃+𝑃𝑄)
𝑄2
2(𝜃+𝑃𝑄) − 𝑄
2
2(𝜃+𝑃𝑄)
)︃
,
𝐵21 =
(︃
𝑃
2𝑄
𝑃
2𝑄
− 𝑃2𝑄 − 𝑃2𝑄
)︃
, 𝐵22 =
(︃
1
2 − 𝜃2(𝜃+𝑃𝑄) −12 + 𝜃2(𝜃+𝑃𝑄)
−12 + 𝜃2(𝜃+𝑃𝑄) 12 − 𝜃2(𝜃+𝑃𝑄)
)︃
,
Будем рассматривать квадратные матрицы второго порядка как вектора в четырёхмер-
ном векторном вещественном пространстве 𝐸4, тогда матрицы 𝐴11, 𝐴12, 𝐴21, 𝐴22 образуют
ортогональный базис в евклидовом пространстве 𝐸4. И матрицы 𝐵11, 𝐵12, 𝐵21, 𝐵22 образуют
ортогональный базис в евклидовом пространстве 𝐸4.
Рассмотрим скалярные квадраты матриц 𝐷1 и 𝐹1. Из разложения по ортогональным ба-
зисам следует, что:
(𝐷1, 𝐷1) = 𝑎
2 + 𝑏2
(︂
𝑄2
𝜃 + 𝑃𝑄
)︂2
+ 𝑐2
(︂
𝑃
𝑄
)︂2
+ 𝑑2
(︂
1− 𝜃
𝜃 + 𝑃𝑄
)︂2
,
(𝐹1, 𝐹1) = 𝑎
2 + 𝑏2
(︂
𝑄
𝑃
)︂2
+ 𝑐2
(︂
𝜃 + 𝑃𝑄
𝑄2
)︂2
+ 𝑑2
(︂
1 +
𝜃
𝑃𝑄
)︂2
.
Если
𝐷1 =
(︂
𝑑1 1 𝑑1 2
𝑑2 1 𝑑2 2
)︂
, 𝐹1 =
(︂
𝑓1 1 𝑓1 2
𝑓2 1 𝑓2 2
)︂
,
то
(𝐷1, 𝐷1) = 𝑑
2
1 1 + 𝑑
2
1 2 + 𝑑
2
2 1 + 𝑑
2
2 2, (𝐹1, 𝐹1) = 𝑓
2
1 1 + 𝑓
2
1 2 + 𝑓
2
2 1 + 𝑓
2
2 2.
Для дальнейшего нам потребуются неравенства ‖𝐷1‖ >
√︀
(𝐷1, 𝐷1), ‖𝐹1‖ >
√︀
(𝐹1, 𝐹1),
которые следуют из определения матричной нормы и скалярного квадрата. Действительно,
если рассмотрим произвольную квадратную матрицу 𝐴:
𝐴 =
(︂
𝑎1 1 𝑎1 2
𝑎2 1 𝑎2 2
)︂
,
то (𝐴,𝐴) = 𝑎21 1 + 𝑎
2
1 2 + 𝑎
2
2 1 + 𝑎
2
2 2 6 4(max(|𝑎1 1|, |𝑎1 2|, |𝑎2 1|, |𝑎2 2|))2 = ‖𝐴‖2, то есть
‖𝐴‖ >√︀(𝐴,𝐴).
Отсюда следует, что
‖𝐷1‖ > 𝜌1 = min
(︂
1,
𝑄2
𝜃 + 𝑃𝑄
,
𝑃
𝑄
, 1− 𝜃
𝜃 + 𝑃𝑄
)︂
, ‖𝐹1‖ > 𝜌2 = min
(︂
1,
𝑄
𝑃
,
𝜃 + 𝑃𝑄
𝑄2
, 1 +
𝜃
𝑃𝑄
)︂
.
Проверим, что 𝜌1 > 2𝜇0, 𝜌2 > 2𝜈0.
Действительно, 1 > 2𝜇0 = 2|𝜃|𝑃𝑄 ,
𝑄2
𝜃+𝑃𝑄 >
2|𝜃|
𝑃𝑄 так как 𝑄
2 > 4 > 2(𝑃𝑄+1)𝑃𝑄 ,
𝑃
𝑄 >
2|𝜃|
𝑃𝑄 так как
𝑃 2 > 2, 1− 𝜃𝜃+𝑃𝑄 > 2|𝜃|𝑃𝑄 так как (𝑃𝑄)2 > 2(𝑃𝑄+ 1). Тем самым первое неравенство доказано.
Аналогично, 1 > 2𝜈0 = 2|𝜃|𝜃+𝑃𝑄 ,
𝑄
𝑃 >
2|𝜃|
𝜃+𝑃𝑄 так как 𝑄(𝑃𝑄 − 1) > 2𝑃 , 𝜃+𝑃𝑄𝑄2 > 2|𝜃|𝜃+𝑃𝑄 так как
(𝑃𝑄− 1)2 > 2𝑄2, 1 + 𝜃𝑃𝑄 > 2|𝜃|𝜃+𝑃𝑄 так как (𝑃𝑄− 1)2 > 2𝑃𝑄. Тем самым и второе неравенство
доказано.
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Далее имеем:
‖𝐷 − 𝐸2‖ = ‖𝑀 +𝐷1‖ > ‖𝐷1‖ − ‖𝑀‖ > ‖𝑀‖, ‖𝐹 − 𝐸2‖ = ‖𝑁 + 𝐹1‖ > ‖𝐹1‖ − ‖𝑁‖ > ‖𝑁‖,
что и доказывает утверждение леммы. 2
Теорема 1. При 𝑃𝑚 > 2, 𝑄𝑚 > 2 справедливо равенство
𝜌(Λ𝑚(𝐹 ),Λ𝑚(𝑝)) = ln
(︂
1 + max
(︂
𝜃𝑚
(−1)𝑚𝜃𝑚 + 𝑃𝑚𝑄𝑚 ,
𝜃𝑚
𝑃𝑚𝑄𝑚
)︂)︂
.
Доказательство. Положим в лемме 2 Λ = Λ𝑚(𝐹 ), Γ = Λ𝑚(𝑝), 𝐴 = 𝐴𝑚, 𝐵 = 𝐵𝑚, тогда
получим утверждение теоремы. 2
4. Заключение
Для решения вопроса о наилучших приближениях квадратичной алгебраической решёт-
ки целочисленной решёткой необходимо вычислить расстояние от произвольной решётки
𝑄Λ(𝐹 ) до целочисленной решётки Λ(𝑃,𝑄), заданной базисом 𝜆1 = (𝑄,𝑄), 𝜆2 = (𝑃,−𝑃 ), где⃒⃒⃒
𝑃
𝑄 −
√
𝑝
⃒⃒⃒
< 12 . По аналогии с наилучшими приближениями второго рода, можно высказать
гипотезу, что наилучшие приближения даются решётками из доказанной теоремы.
Выражаю свою благодарность научному руководителю профессору Н. М. Добровольскому
за постановку задачи, полезное обсуждение и постоянное внимание к работе.
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